Geometri ve Olcme
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ETKINLiK ADI: PiISAGOR TEOREMINi iSPATLIYORUM
MODUL/KONU: Geometri/Uggenler
KAZANIMLAR:

%+ Pisagor teoremini a¢iklar.

% Pisagor teoremini farkli yontemlerden yararlanarak ispatlar.
SURE: 2 ders saati
KULLANILACAK MATERYALLER: Etkinlik Formu, ip, makas, kagt, kalem.

MATEMATIKSEL iLISKILENDIRME VEYA DIGER DiSiPLINLERLE iLiSKILENDIRME

Etkinlik Bilisim alaninda yapilan algoritma yazimi ve uygulamalari ile iliskilendirilmistir.

........Q...Q...Q...............Q..................................Q...Q...

ETKINLIGIN AMACI: Bu etkinligin amaci, égrencilerin Pisagor Teoremini agiklamalarini, Pi-
sagor teoreminin geometrik ve cebirsel ispatlarini kesfetmelerini ve onu gercek yasamla iliskilendir-

melerini saglamaktir.

HAZIRLIK ASAMASI

Say1 Oriintiileri etkinligi blok kodlama programlari ile yapilacagindan 6grencilerden yanlarinda tablet
veya bilgisayar getirmeleri istenir. Bu miimkiin degilse etkinlik i¢in 6grencilerin bu araglar1 kullanabilecekleri
bir ortamin hazirlanmasi gerekmektedir.

OGRENME VE OGRETME SURECI

Ogretmen, 12 esit aralikly, 12 diigiimii olan ¢ember geklindeki halat:
ogrencilere gosterir. Ogrencilere “Bu halat ile bir duvarin dik olup olma-
digin1 nasil anlayabiliriz?” diye sorar.

Ogretmen, goniillii ii¢ 6grenciden halatin diigiimlerinin oldugu
yerlerden tutarak bir dik ii¢gen olusturmaya calismalarini ister. Ogren-
cilerin ¢aligmalarinin sonunda elde ettikleri kenar uzunluklar 3, 4 ve 5
birim olan $ekil 2'deki ti¢ggenin bir dik iiggen oldugunu soyler.

Sekil 1a. Esit aralikl, 12 birimli,
12 dugumlu halat.



BIREYSEL YETENEKLERI FARK ETTIRME PROGRAMI

Ogretmen, bu dik iicgendeki kenar uzun-
luklar1 arasindaki iliskinin matematigin 6nem-
li teoremlerinden biri olan Pisagor Teoremi ile
aciklandigini ifade eder. Teorem tizerinde ¢alis-
madan Once 6grencilerle matematikgi ve filo-
zof olarak anilan Pisagor'u (M.O. 570-495) ta-
nitmak tizere onun hayat ile ilgili hazirlanmig
videolar izlenir. Pisagor hakkinda kisaca bilgi
verildikten sonra; Pisagor teoremi adiyla anilan
bu esitligin aslinda daha 6nceden kullanilmakta
ve bilinmekte oldugu soylenir (Saikia, 2015).

Dik Uggen Nedir? Sekil 2. Halat ile olusturulan dik U¢cgen

Ogretmen, oncelikle 6grencilere Sekil 3’teki dik tiggeni ¢izdirir. Ardindan iki kenari birbirine dik olan
ticgenlerin dik tiggen olarak adlandirildigs, dik tiggende iki dar a¢1 ve bir tane dik ac1 oldugu ifade edilir. Dik
aginin karsisindaki ve dik tiggendeki en uzun kenarin hipoteniis oldugu belirtilir.
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Dik kenar

Dik kenar

Sekil 3. Dik Ucgen

Pisagor Teoremi Nedir?

Dik ti¢genlerde dik kenarlarin uzunluklarinin karelerinin toplami hipoteniisiin uzunlugunun karesine
esittir. Dik kenarlarin uzunluklar: a ile b iken hipotentis ¢ birim ile gosterilsin. O halde kenar uzunluklari ara-
sinda a’+ b* = ¢? bagintisi vardir.

a c a’+b?=c¢?

o

b

Sekil 4. Pisagor Esitligi
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Ogrencilerle birlikte teoremin daha iyi anlagilabilmesi i¢in asagidaki problemler iizerinde ¢aligilir.

Dik kenar uzunluklar: 3 ve 4 birim olan bir iicgende hipoteniis kag birimdir?

Ogrenciler, problemin ¢éziimii iizerinde ¢alisirlar. Birim kareler kullanilarak Sekil 5’teki sekil 6grencilere

cizdirilir. Ardindan olusturulan sekil ile Pisagor Teoremi arasindaki iliski sorulur.

90°

Sekil 5. Pisagor Teoreminin karesel bdlgeler kullanilarak yapilan ispati

Pisagor Teoreminin Cesitli ispatlari

1. Ogretmen, Pisagor Teoreminin en ¢ok bilinen cebirsel ispatini agiklamak iizere 6grencilere asagidaki et-
kinligi yaptirir. Etkinlik 6ncesinde cebirsel ifadelerle ¢carpma islemiyle ilgili 6nbilgileri aktif hale getirmek

i¢in galigmalar yapilir.

a.a=a, a.b=ab, (a+b) . (a+b) = a® + 2ab + V?

( N ( )
1.BirABCdikUggenicizelim.Dikkenarlarinin 2. Bu uc¢genin dar acilarindan A acgisinin
uzunluklarini a ve b ile hipotenusu c ile olcusu x ve B acisinin dlgust y olsun.
isimlendirelim. x+y=90°dir.
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Sekil 6.a .
L ) L Sekil 6.b )
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3. Bu Ucgeni A noktasi etrafinda, saat yonunun
tersi yonunde 90° ddéndurdukten sonra, Sekil
6 c'de oldugu gibi C, A, D noktalari dogrusal
olacak sekilde yerlestirelim.

A kdsesinde birlesen iki ¢genin i¢ acilari x ve
y acilandir. x+y=90° oldugundan BAC acisi dik
olacaktir.

4, ABC Uucgenini A kosesi etrafinda saat
yonunun tersi yonunde 180° dondurup D, E, F
noktalari dogrusal olacak sekilde yerlestirelim.

5. ABC uUcggenini A kosesi etrafinda saat
yonunun tersi yonunde 270° dondurup Sekil
oee'deki gibi F, G, H noktalari dogrusal olacak
sekilde yerlestirdigimizde bir kenarinin uzun-
lugu (a+b) birim olan CDFH ve olusan bu
karenin icinde bir kenari ¢ birim olan AEGB
kareleri olusacaktir.

Sekil 6.
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6. Ortaya cikan CDFH karesinin alaninin élgUsu iki farkli sekilde hesaplanabilir.
1. Kenar uzunlugu (a+b) birim olan karenin alan 6lgusu hesaplanarak:
(@+b).(a+b)=a.a+ta.b+b.a+b.b=2a%+2ab+Db?

2. Dik kenarlaria ve b birim olan dort dik tg¢genin ve bir kenari ¢ birim olan AEFB karesinin
alan olgulerinin toplami hesaplanarak:
4. (a.b)
2
Her iki yolla elde edilen toplam alanlarin élcusu birbirine esittir. Bu esitligi yazdigimizda,

a’+2ab +b?=2ab +c?

+c?= 2ab +c?

Her iki tarafta 2ab terimleri birbirini géturur. Geriye

aZ+ b?2=c? kalir. Bu esitlik de bize Pisagor teoremini verir.

2. Sekil 7de farkli bir ispat verilmistir. En biiyiik iki karenin alan ol¢iileri birbirine esit oldugundan tarali
olmayan bolgelerin alan 6lgiileri de birbirine esit olacaktir. Dolayisiyla yine a’ + b” = ¢ esitligi elde edilir.

a b

b a

Sekil 7. Pisagor Teoreminin gorsel ispati

3. Ogretmen, Sekil 8'deki ispati yapmak icin 6grencilere asagidaki yonergeleri verir.

™

Sekil 8



BIREYSEL YETENEKLERI FARK ETTIRME PROGRAMI

3. Ale O, arasinda bir nokta secin. Bu
nokta K, olsun. Sekil 9c'de géruldugu
gibi, |AK| = [BK| = [CK,| = |DK,]
olacak sekilde K, K, K, noktalarini da
isaretleyin. O, ile K, O, ile K/i, O, ile
K,yi, O, ile K,'U birlestirelim.

A K, (21 B

Sekil 9.c

4. Asagidaki gibi boélgeleri farkl renklerle
boyayin.

D (©) C

3 3

Sekil 9.d

s A e N
1. Herhangi bir kare c¢izin. Bu karenin 2. ABCD karesinin kenarlarinin orta nokta-
koselerini A, B, C, D ile adlandirin. larini isaretleyin. Bu noktalar O, O,, O,,
O, ile isimlendirin.
A B A O, B
o [ ] [ ] o
4 2
D c D o, C
L Sekil 9.a ) L Sekil 9.b )
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( )

Sekil 9d'deki gdrselden bir adet daha cizin. Karelerden birini Sekil 9e'deki gibi makas ile gos-
terilen yerlerden kesin.

Kesilen renkli bdlgelere ait parcalari Sekil 9f'deki gibi yerlestirin. Ardindan 6grencilerin bu
ispat Uzerine goruslerini aliniz.

i

A

Sekil 9.e

Sekilden anlasilacagi gibi |AE|” + |EBJ” = |AB|*dir.

Sekil 9.f

Eski Yunan filozoflarindan Pisagor (M.O. 570-495), GU-
ney italya'nin Croton sehrinde dini ve mistik dzelliklere
sahip bilimsel bir topluluk kurmustur. Bu topluluk ta-
rafindan Uretilen bilgilerin gizli tutulmasi esastir ve s6z
konusu bilgiler disaridan kimseyle paylasiimamaktadir.

Pisagor “Bir U¢cgenin ic acilarinin olculeri toplami iki dik )\\ )
acinin dlculeri toplamina esittir.” ve “Bir dik Uggende en \\\\////
uzun kenarin uzunluk olgustnun karesi, diger dik ke-

narlarin uzunluk dlctlerinin karelerinin toplamina esit- $ekil 10. Pisagor ve Pisagor Teoremi
tir.” teoremleri ile taninan bUyUk dusunurdur. Ayrica

Dunya'nin yuvarlak oldugunu ilk defa ortaya atan kisilerden biridir. Matematik, Muzik, Geo-
metri ve Astronomi’'nin gelismesinde cok dnemli katkilari olan Pisagor ve 6grencileri, evren-

de geometrik ve harmonik bir uyum olduguna, dogal sayilarin evreni yonettigine ve sayilarin
Qeometrik bir anlami olduguna inanmaktadirlar (Yilmaz ve Misli, 2017). /
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Pisagor'un en 6nemli buluslarindan bir tanesi de Adalet
Kupasi'dir. Bu kupa, gorunuste tipki diger kupalar gibi-
dir. Onu diger kupalardan ayiran ézelligi ise kupanin or-
tasinda yer alan bir kolonun olmasi ve bu kolonun icgin-
de yer alan kanaldir. Su, bu kolonun yuksekligine kadar
dolduruldugunda diger kupalarda oldugu gibi durmak-
tadir (Sekil 2). Fakat su, bu kolonun yuksekligini gectigin-
de ortadaki kolon ve icindeki kanal su ile dolmakta ve ar-
dindan sifon (siphon) etkisi devreye girmektedir. Boylece o
kupanin icindeki suyun tamami dokulmektedir (Sekil 3) =
Qﬂmaz ve Misli, 2017). Sekil 11. Pisagor'un adalet kupasy

tYYY

4

Sekil 12. Pisagor'un Adalet Kupasindaki suyun dolup bosalmasi

Pisagor’'un Adalet Kupasi, bu 6zelligi ile sanki teknik aragtirmalar sonunda tiretilen gizemli bir esya gibi
goriinmektedir. Sahip oldugu gizem ise, Pisagorcu okulun inang felsefesini destekler niteliktedir. Kupanin al-
tinda bir delik vardir ancak sinirlar agilmadigi siirece kupa bosalmamaktadir. Adalet Kupasi bu haliyle adeta
su mesaj1 vermektedir: “Aza kanaat getirmeyen ¢ogu bulamaz.” (Yilmaz ve Misli, 2017)

DUSUNME KuTtusu

Pisagor Teoreminin tersi de dogru mudur? Bir U¢gcgende ¢, en uzun kenarin uzunlugu ol-
mak Uzere, uzunluklari a, b ve ¢ birim olan bir U¢ggen olsun. Eger, a2 + b? = c? ise, bu kenar
uzunluklarina sahip olan U¢gen her zaman dik acili bir tggen midir? (Huston 2017)
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S22, DiIGIINME KuTUS R

a"+b"=c"

Yukaridaki denklemde n yerine 2 yazildiginda denklem Pisagor teoremine donusmekte-
dir. Sonug olarak bu denklemi saglayan a, b ve c tam sayilari mevcuttur. Bunlar Pisagor Ug-
lUleri olarak gecmektedir. Kenarlarinin uzunluk élcusu 1ile 25 arasindaki tam sayilar olan kag¢
tane Pisagor Ug¢lusu vardir?

Buna gére asagidaki ifade dogru mudur?

Bu bilgiler dogrultusunda “Eger n>2 kosulunu saglayan bir tam saylysa, verilen denklemin

Qozitif tam sayilarda ¢c6zUmu yoktur.” ifadesinin dogru olup olmadigini aciklayiniz. /

EK ETKINLiK ONERIiSi 1

Kenar uzunluklarinin 6l¢iisii tam say1 olan farkl (3-4-5, 5-12-13, 8-15-17 gibi) dik ti¢genlerin varlig1 in-

celenerek bu tiggenler arasindaki iliskiler arastirilabilir.

EK ETKINLiK ONERISi 2

Pisagor teoreminin hacim ile ispat1 asagidaki sekillerdeki gibi yapilabilir.

Sekil 12. Pisagor Teoreminin hacim ile ispati
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EK ETKINLiK ONERISi 3

Pisagor Teoreminin dinamik geometri ile ispatinin modellemesi agagida verilmistir. Ispat modelinin yer
aldig1 dinamik geometri programina asagidaki karekodla ulagilabilir.

la| = 4 Ib| =3

C e

E® OF

Sekil 13. Dinamik geometri programi ile Pisagor Teoreminin ispati.

DEGERLENDIRME

Ogrencilerin gegirdikleri siireg, Pisagor Teoremi i¢in hazirlanan Pisagor Teoremini Ispatliyorum Derece-
leme Olgegi ve Degerlendirme Sorularina verilen cevaplara gore degerlendirilir. Dereceleme dlgegi puanlama
anahtarina ilgili karekod okutarak ulasilabilir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

N

1. Asagidaki gibi bir agaca yildirim dusmus ve agac gévdesinden sekildeki gibi kiri-
larak devrilmistir. Agacin kinnlmadan onceki boyu ka¢g metredir?

2. Ayrnit uzunluklari a, b ve ¢ birim olan dikddrtgen- /|\

ler prizmasinin ABCD yUzeyinin yuzey késegeni H
X, prizmanin cisim kdsegeni y'dir. Buna gére a, b,

c, x ve y'nin dederinin tam say! oldugu bir dik- ¢
doértgenler prizmasi cizilebilir mi? Neden?

A b B

3. Sekil 1a'da verilen ABCD ve BEFG karelerinden yararlanilarak Pisagor Teoremi’nin
ispatini yapiniz. Bunun icin Sekil Tb'deki gibi ¢ kenarinin gizilmesiyle baslanan gor-
sel ispat, teoreme ulasmak icin nasil devam ettirilmelidir? Aciklayiniz.

D a C D a C

\ Sekil 1.a Sekil 1.b /
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